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木桶理论----瓶颈

约束:      xl  + x2≤300

2 xl + x2≤400

x2≤250

结果: xl =50

x2=250

分析例2.9 的求解结果，用最短板理论(木桶理论)

分析哪些约束条件起到了约束作用？

问题讨论4



在例2.9 的决策问题中，已用数学模型获得了最优的生产
方案，并且还分析了决策问题的资源瓶颈。现在再简单分析一
个重要问题：

由于市场上产品的价格随时在发生变化，会导致两个产品

的单位利润也在随时变化，这种变化对原决策结果（生产方案）
是否有影响？

问题分析

问题3.1: 价格变化对决策的影响

max z＝50 xl +100 x2

s.t. xl＋ x2≤300                         xl ＝50                       

2 xl + x2≤400                        x2＝250 

x2≤250                       max z＝27500

xl≥0， x2≥0



初步分析结论：

1、利润的变化存在着使生产方案改变的倾向，但并不是

利润稍有变化，方案就要改变，而是有一个量变到质变的过程。

那么决策者找到这个量变的边界将会很有意义。

2、展示了资源配置的合理性，并且从中还可以明确影响

生产和经营的资源瓶颈。

3、还有很多类似的有助于优化决策的量化因素。

问题分析



线性规划模型计算机求解
例2.9

理论展示

../运筹学模型求解程序(2013年5月版).exe


一、最优解与实际值



实际值是最优解代入约束条件左端后所得的具体值

实际值



线性规划模型计算机求解
例2.9

最优解代入约束条件左端后所得的具体值

300=1×50+1×250
350=2×50+1×250
250=0×50+1×250

实际值

../运筹学模型求解程序(2013年5月版).exe


二、松弛量和剩余量



在线性规划模型中，“≤”约束条件中没使用的资源或

能力被称之为该约束条件的松弛量。

即：松弛量=常数项-实际值

松弛量和剩余量



例2.9

0       =   300   - 300 
50      =   400   - 350
0       =   250   - 250 

松弛量=常数项-实际值

松弛量和剩余量

线性规划模型计算机求解

../运筹学模型求解程序(2013年5月版).exe


线性规划模型中，剩余量是在“≥”约束条件中超过资

源或能力最低限量的部分。

即：剩余量= 实际值-常数项

松弛量和剩余量



例2.10

10     =    250   - 240  
0      =      80   - 80 
0      =    120   - 120 

剩余量=实际值-常数项

松弛量和剩余量

线性规划模型计算机求解

../运筹学模型求解程序(2013年5月版).exe


在线性规划模型中，“≤”约束条件中没使用的资源或

能力被称之为该约束条件的松弛量。

线性规划模型中，剩余量是在“≥”约束条件中超过资

源或能力最低限量的部分。

即：松弛量=常数项-实际值

即：剩余量= 实际值-常数项

松弛量和剩余量



松弛量和剩余量表征了资源的利用情况

可以通过松弛量和剩余量掌握资源瓶颈

松弛量和剩余量



三、价值系数变化影响



目标函数中变量系数cj的取值范围分析

cj代表广义的产品价值，称之为价值系数，价值或价格是经

营的环境。

cj的灵敏度分析是研究经营环境的变化对最优解(最优方案)的

影响。

cj的改变是最优解由不变到突然变化的过程，其灵敏度分析

是研究最优解不发生质变的cj的变化范围。

价值系数变化影响



例2.9

x10        100       200      300 

x2

300

200

100

直线S3(原料A约束 )

直线z(目标函数 )

直线S1(原料B约束 )

直线S2(设备约束 )

A
B

D

C

O

价值系数变化影响



当 时，B仍然是其最优解 。－1≤             ≤0

2

1

c

c
−

假设单位产品Ⅱ的利润为100元不变，即c2＝100，则有

－1≤              ≤0
1

100

c
− 0≤cl≤100

假设单位产品I的利润为50元不变，即cl =50，得到：

－1≤               ≤0−
2

50

c
50≤  c2  ≤＋∞ 

例2.9

价值系数变化影响



即当产品I的利润为50（元/单位）不变，而产品Ⅱ的利润只

要大于等于50（元/单位）时；或产品Ⅱ的利润100（元/单位）不

变，而产品I的利润在100（元/单位）以下，原最优方案不变。

如此得到以下结论：

例2.9

价值系数变化影响



例2.9

价值系数变化影响



在例2.9中，若产品I的利润由原来的50元/件增加到55元/

件，原最优方案将怎么变化？若增加到105元/件或减少到40

元/件又如何？

同理，产品Ⅱ的利润由100元/件减少到40元/件，原最优

方案如何变化？增加到200元/件又如何？

问题讨论1



四、对偶价格



在约束条件中，常数项每增加一个单位而使最

优目标函数值得到改进的数量称之为这个约束条件

的对偶价格。

有啥用?

怎么得到?

表征了资源的价值

按定义计算

对偶价格



原问题中的可行域是

OABCD，最优解是B

（50，250），最优

值是27500。

B

C 直线Z(目标函数)

100

200

300

x2

200100 300 x10

O D

A ●

例2.9

对偶价格的计算



假设例2.9 中的设备台时数增加到301个台时，则例3.1

中的设备台时数的约束条件变为：

xl+x2≤301

对偶价格的计算



B’
●

B

C 直线Z(目标函数)

C’

100

200

300

x2

200100 300 x10

O D

A

例2.9

对偶价格的计算



B’点的坐标为xl= 51, x2=250，获得的最大利润为

27550（元）。

即每增加一个设备台时会使企业多获利

27550-27500=50

或每减少一个设备台时会使企业少获利

27500-27450=50

即: Dl =50

Dl =50

例2.9

对偶价格的计算



若原料A增加1 kg

由约束条件为：

2xl+x2≤401

100

200

300

x2

●
B

C
直线Z(目标函数)

C’

D’

200100 300 x10

O D

A

最优解仍为B点，对偶

价格是0

即:

Dl =50

D2 = 0

D2 = 0

例2.9

对偶价格的计算



若原料B增加1 kg

由约束条件为：

x2≤251

B点坐标为(49，251)，目标函数为27550

即:

Dl =50

D2 = 0

D3 =50

D3 =50

例2.9

对偶价格为：27550-27500=50

对偶价格的计算



Dl =50

D2 = 0

D3 =50

对偶价格的计算

例2.9



根据定义分析，无论最大化目标或最小化目标的问题中，

对偶价格都可为正也可为负，那么决策问题的对偶价格为负时，

它体现了什么决策意义(如最大化目标的变化或最小化目标的

变化)？

问题讨论2



对偶价格值 求最大化问题 求最小化问题

bi z bi z

Di>0

（松/剩=0）

↑ ↑(增大而改进) ↑ ↓(减小而改进)

↓ ↓(减小而变坏) ↓ ↑(增大而变坏)

Di=0

（松/剩≠0）

↑ 无变化 ↑ 无变化

↓ 无变化 ↓ 无变化

Di<0

（松/剩=0）

↑ ↓(减小而变坏) ↑ ↑(增大而变坏)

↓ ↑(增大而改进) ↓ ↓(减小而改进)

对偶价格的变化特征



1、资源的价值体现

对偶价格高于该资源的市场价值，表明该资源在本组织有获

利能力。就应该购入该资源；

对偶价格等于该资源的市场价值，表明该资源在本组织无获

利能力；

对偶价格低于该资源的市场价值，表明该资源在本组织处于

负利状态。在整体利益得到保障的前提下，就可以卖掉该资源。

否则用该资源生产的产品越多，企业亏损得越多。

对偶价格的应用价值



2、定量地确定了资源瓶颈

用数字确定了企业经营活动中的资源瓶颈（处于木桶中的

最短板），并且也定量地反映了资源在企业内部的紧缺程度。

对偶价格的应用价值



3、客观地反映了资源的机会成本

可更准确地了解各种资源在企业的真实价值（客观地核算成

本，体现在与会计核算的不同，会计核算时是按“行规”进行分

摊，有人为因素）。

对偶价格的应用价值



用图解法求解下列线性规划问题：

min  f=32x1+3x2

s.t.     x1 +x2 ≤10

2x1+x2 ≥4

x1+3x2 ≤24

2x1+x2 ≤36

x1, x2≥0

并求四个约束条件的松驰量/剩余量和对偶价格。

课堂练习1



五、常数项变化影响



约束条件中常数项bi的取值范围分析

常数项bi代表的是提供给企业经营的资源限制量。

bi的灵敏度分析是研究资源的变化对最优决策的影响。

更重要的是bi的改变还极有可能导致对偶价格的改变

资源价值

常数项变化影响



约束条件中常数项bi的取值范围分析

与最优解相关约束条件的常数项改变

一定范围内

对偶价格不变
常数项改变超范围

关注这个关键的范围值

(仅可行域形状改变)

常数项变化影响

最优解和最
优值改变

（可行域结构改变）

对偶价格改
变

达到阀值



约束条件中常数项bi的取值范围分析

0      100     200     300     400 x1

400

300

200

100

x2

可行域

A

C

xl+ x2=300=b1

x2=250=b3

2xl+ x2=400=b2

最优解

目标函数

O

B

D

常数项变化影响

例2.9



约束条件中常数项bi的取值范围分析

常数项b1由

300减小到260

使可行域形状

改变，而结构

不变，所以对

偶价格就不变。

目标函数

最优解

0      100     200     300     400 x1

400

300

200

100

x2

x2=250=b3

2xl+ x2=400=b2

D

B

O

C

A

xl+ x2=260=b1
可行域

常数项变化影响

例2.9



400

300

200

100

x2

最优解

0      100     200     300     400 x1

x2=250=b3

2xl+ x2=400=b2

DO

C

A

目标函数

xl+ x2=250=b1

B

可行域

常数项继续减小，

到可行域结构开始

改变时的常数项值，

就是这个约束条件

常数项的下限值。

即本例常数项b1的

下限为250。

常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



0      100     200     300     400 x1

400

300

200

100

x2

可行域

A

xl+ x2=325=b1

x2=250=b3

2xl+ x2=400=b2

最优解

目标函数

O

B
C

常数项增大，

到可行域结构开

始改变时的常数

项值，就是这个

约束条件常数项

的上限值。即本

例常数项b1的上限

为325。

常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



最下限 当前值 最高限

b1 250 300 325

可得保持对偶价格D1不变的b1取值范围如下表：

常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



同样方法，可得保持对偶价格D2不变的b2取值范围如下表：

最下限 当前值 最高限

b1 250 300 325

b2 350 400 不限

常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



同样方法，可得保持对偶价格D3不变的b3取值范围如下表：

常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



常数项变化影响

约束条件中常数项bi的取值范围分析
例2.9



资源配置系数矩阵的变化改变了可行域各边界线段的斜

率，即完全且不规则地改变了可行域的形状。

资源配置系数矩阵的变化对最优解的影响太繁杂，也不

具有共性，可视为完全改变了原有的数学模型，另外求解。

约束条件中资源配置系数aij的灵敏度分析

常数项变化影响



六、百分之一百法则



多个价值系数同时变化的百分之一百法则：

如果多个价值系数同时变动，计算出每一个系数
变动量占该系数允许变动量(允许增加量或允许减少量)

的百分比，然后将各个系数的变动百分比相加，所得
的和不超过100%，则原最优解不会改变。即：

100%
−

+  
增加后的参数值-当前值 当前值 减少后的参数值

允许增加量 允许减少量

百分之一百法则



多个价值系数同时变化的百分之一百法则

例2.9 中，原来每件产品I和产品Ⅱ的利润分别为50和100元，

现在每件产品I和产品Ⅱ的利润分别变为70和80元，对其进行灵

敏度分析。

x1的系数cl的允许增加量为：100-50＝50

x2的系数c2的允许减少量为：100-50＝50

百分一百法则：

（70-50）/50+（100-80）/50=80 %

最优解不变，最优值为23500

百分之一百法则



例2.9 中，原来每件产品I和产品Ⅱ的利润分别为50和100元，

现在每件产品I和产品Ⅱ的利润分别变为70和70元，对其进行灵

敏度分析。

x1的系数cl的允许增加量为：100-50＝50

x2的系数c2的允许减少量为：100-50＝50

百分之一百法则：

（70-50）/50+（100-70）/50=100 %

最优解不变，最优值为21000 

百分之一百法则

多个价值系数同时变化的百分之一百法则



例2.9 中，原来每件产品I和产品Ⅱ的利润分别为50和100元，

现在每件产品I和产品Ⅱ的利润分别变为70和69元，对其进行灵

敏度分析。

x1的系数cl的允许增加量为：100-50＝50

x2的系数c2的允许减少量为：100-50＝50

百分之一百法则：

（70-50）/50+（100-69）/50=102 %

此时最优解由B点变为C点，即x1＝100， x2＝200  

最优值为20800 

百分之一百法则

多个价值系数同时变化的百分之一百法则



多个常数项同时变化的百分之一百法则：

如果多个常数项同时变动，计算出每一个常数项
变动量占该常数项允许变动量(允许增加量或允许减少
量)的百分比，如果所有常数项的变动百分比之和不超
过100%，则原对偶价格不会改变(仍然有效)。即：

100%
−

+  
增加后的参数值-当前值 当前值 减少后的参数值

允许增加量 允许减少量

百分之一百法则



多个常数项同时变化的百分之一百法则

例2.9 中，设备台时数从300台时增加为315台时（上限325），

而原料A从400kg减少到390 kg（下限350），原料B从250 kg减

少到240kg（下限200）可得：

百分之一百法则：

15/25+10/50+10/50=100%

没有超过100%，所以三个约束条件的对偶价格：50，0，50都不
变。但最优值变为：27750  

百分之一百法则



例2.9 中，设备台时数从300台时增加为316台时（上限325），

而原料A从400kg减少到390 kg（下限350），原料B从250 kg减少

到240kg（下限200）可得：

百分之一百法则：

16/25+10/50+10/50=104%

超过了100%

对偶价格分别由原来的50，0，50改变为0，25，75 

百分之一百法则

多个常数项同时变化的百分之一百法则



1、当允许增(减)量为无穷大时，则对于任一个对应参数的增

(减)量，其允许增(减)的百分比都看成零。这时灵敏度的分析结

果就只取决于其它参数的变化。

百分之一百法则的四个特点：

百分之一百法则



2、百分之一百法则是判断最优解或对偶价格是否发生变化的

充分条件，但不是必要条件。也就是说，当其允许增(减)的百分

比之和不超过(小于)100%时，其最优解或对偶价格不变；但是

当其允许增(减)的百分比之和超过(大于)100%时，我们并不知道

其最优解或对偶价格是否发生变化。

百分之一百法则

百分之一百法则的四个特点：



3、百分之一百法则中，最优解或对偶价格不变的条件还包括

对应全部同类参数同比例增加或同比例减小，而判断值大于百

分之一百的情况。

百分之一百法则

百分之一百法则的四个特点：



4、百分之一百法则不能应用于目标函数决策变量系数（价值

系数）和约束条件中常数项同时变化的情况，在这种情况下，

只能重新求解。

百分之一百法则

百分之一百法则的四个特点：



七、相差值分析



所谓目标函数变量系数的相差值，是指最优解中为0的变量，

在其它变量系数保持不变的前提下，使最优解中该变量的值不

为0时，相应目标函数变量系数由现有值再改变的量。

目标函数中变量系数cj的相差值分析

“相差值”也称作“递减成本”

或“缩减成本”

相差值分析



例3.1 将本讲的例2.9 中，原料B的限制量改变为301kg，其它

条件都不变（如下表），重新决策。

产品

资源
I II 资源限制

设备 1 1 300台时

原料A 2 1 400kg

原料B 0 1 301kg

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



线性规划数学模型：

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



0      100     200     300     400 x1

400

300

200

100

x2

可行域

A

C

xl+ x2=300=b1

x2=301

2xl+ x2=400=b2

最优解

目标函数

O B

最优解：

x1=0

x2=300

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



由于x1=0，所以在可行域和x2的系数都不变的前提下，要
改变当前的解（xl=0，x2=300），只有增加变量xl的系数c1的值，
使目标函数直线与xl＋x2=300斜率一样时，才能使得xl真正等于
或大于0。即：

1

2

1
c

c

+
− = −

相差值 50
1

100

+
− = −

相差值

或

得：相差值1=50

而x2 ≠ 0，所以相差值2=0

例3.1

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



由于x1  =0，算得

由于x2 ≠ 0，所以

相差值1=50

相差值2=0相差值1=50

相差值2=0

例3.1

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



例3.1

相差值1=50

相差值2=0

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



最优解 相差值
cj

求最大化目标 求最小化目标

=0 >0

当前值+相差值
=上限且无下限
最优解才不为0

当前值-相差值
=下限且无上限
最优解才不为0

>0 必 =0

相差值分析

目标函数中变量系数cj的相差值分析



七组决策量关系

一、最优解与实际值

四大基本概念

最优解

对偶价格

为 0 的解

松弛/剩余
LP灵敏
度分析

二、松弛量与剩余量

三、价值系数变化影响

四、对偶价格

五、常数项变化影响

六、百分之一百法则

七、相差值分析
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灵敏度分析的四大基本概念及影响关系

四大概念 决策意义 变化因素

最 优解

对偶价格

最优方案

资源价值

影响关系

价值系数

常数 项

取值范围

取值范围

变化条件

不变(百分之一百)

不变(百分之一百)

为0 的解 不作为方案 价值系数 临界点

松弛/剩余 资源利用 最优 解 与对偶价格存在密切关系

不变(未达临界点)
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此问题的线性规划数学模型：
max z= 500x1+460x2+360x3

s.t.    7x1+6x2+8x3≤550

6x1+4x2+2x3≤360

x1，x2，x3≥0

该模型的决策结果如右图：

3、若其它企业愿意分别以高出市场价格45元/公斤出
售原料A和B，该厂应不应该购进而扩大生产？为什么？

1、该模型的最优解和最优值是多少，分别表示什么？

2、在该方案中，产品甲不生产，那么在什么情况下

产品甲就可以投产了，为什么？

数据分析：某厂利用2种原料A、
B生产甲、乙、丙3种产品，生产单

位产品所需原料数（公斤）、单件
利润（元/单位）及有关数据如下表:

甲 乙 丙 原料拥
有量

A 7 6 8 550

B 6 4 2 360

单位利润 500 460 360

课堂练习2



本章小结

重点内容：

1. 松弛量/剩余量

2. 对偶价格

3. 价值系数范围

4. 常数项范围

5. 百分之一百法则

6. 相差值
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